Otro tipo de problemas hace referencia a que, en términos generales, las series reales,
sobre todo en economia, estarin perturbadas por algin tipo de componente puramente
aleatorios (errores de medida, etc.), que se reflejardn en una evolucién temporal, en cierta
medida irregular y aperiédica. Es decir, que incluso para ciclos regulares de bajo periodo,
sélo en casos exiremos, aquellos ne sometidos a ninguna fuerza o perturbacién exdégena
aleatoria, sera posible encontrar comportami entos regulares de dinimica simple por la simple
inspeceidn visual de su evolucién temporal.

Por otra parte, como una caracteristica que debemos observar en la seric temporal si
ésta procede de un sistema cadtice determinista serd una evolucidn erritica y aperiédica, es
decir, debe presentar una dindmica compleja. Esta complejidad dinimica podra estar también
generada por un sistema puramente aleatorio, o por un proceso donde se combinen estas dos
fuentes de complejidad. El analisis grafico de la evolucidn temporal, si bien puede revelar en
ciertos casos, y siempre con algiin componente de arbitrariedad, ¢l cardcter determinista de
dinamica simple de 1a serie, es incapaz de mostrar cuil es la verdadera naturaleza o el origen
de la iregularidad y aperiodicidad observada en la serie temporal, esto ¢s, si procede de un
sistema dindmico en régimen de comportamiento cadtico, por algiin proceso dinimico
puramente aleatorio o por alguno donde se combinen comportamientos cadticos deterministas
con otros puramente aleatorios.

Asi, aunque el analisis grafico de la serie temporal pueda considerarse el primer paso
para la deteccién de comportamientos caéticos, serda necesario profundizar en el analisis de la
seric. Dos de las herramientas utilizadas tradicionalmente para completar ¢l analisis grafico es
correlograma y el periodograma de la serie.

Andalisis de las astocorreluciones lineales en el dominio temporal: Ei cosvelogranus.

El siguiente paso en el proceso de deteccidn de comportamientos cadticos consiste en
analizar si existe alguna dependencia temporal de retroalimentacién en la evolucidn de la
series, ya que precisamente, si la serie ha sido generada por un sistema dinamico determinista,
por definicién, su evolucién temporal, el cambio en los valores que va tomando la sene,
debera estar regida por dicho sistema dindmico. La  herramienta estadistica que
tradicionalmente se emplea para detectar la posible dependencia temporal en la estructura del
procesd generador de la serie es el correlograma, compuesto por la estimacién de la funcién
de autocorrelacién simple y 1a funcién de autocorrelacién pareial.

Y

La funcién de autocorrelacidn simpl

El analisis del correlograma supone que la serie temporal constituye una realizacién
de un proceso estocastico, esto es, de un proceso constituido por una sucesién de variables
aleatorias {y;},t=-2,...,-2,-1,0,1,2, ..., e

La funcién de autocorrelacién simple (fzcs) de un proceso estocastico {y:} es una

funcién real de los nimeros naturales mN—R, que a cada keN, asigna un valor que
denotaremos por r{t) que serd igual al coeficiente de correlacién entre y; € yyy
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Cov(( ¥, 2:4)
JVar(p,) W jVar{ v,,)
La estimacién de la facs del proceso estocastico a partir de la serie temporal puede

’

rift)=

realizarse de la siguiente forma:

La funcién de autocorrelacién simple estimada a partir de una serie temporal, mide
por tanto la correlacién lineal media existente entre dos valores cuales quiera de la sene
separados en el tiempo por un periode determinado por el retardo k, esto es como las

variaciones de la serie temporal estan relacionados en el tiempo ¢y t+&.

La funcidn de autocorreiacién parcial

La funcién de autocorrelacién parcial (facp) trata de recoger al igual que la facs la
autocorrelacion existente entre dos valores de la serie separados en ¢l tiempo por cierto
retardo k, pero eliminando o descontando el efecto de las auto-correlaciones existentes en

periodos intermedios del tiempo.
La estimacién de los coeficientes de autocorrelacién parcial para el retardo %N que
denominaremos por ¢y podra obtencrse mediante la estimacién por mimmos cuadrados

ordinarios de¢ la siguiente regresién lineal:

j’,:(L‘kjy,_}“’fp;;gj’,_g""_+§0;;z;j},.y¢+é'r
donde ¥ representa el valor de [a serie en f respecto a la media muestral (3=, -y ).

iy {0 A
2L Correlagrama

Las estimaciones de las funciones de correlacién simple v parcial a partir de una serie
temporal constituyen su correlograma. Nétese que ¢l coeficiente estimado para la faes v la
facp para el retardo k=0 serd uno. Para el resto de retardos los coeficientes estimados estaran

comprendidos en el intervalo [-1,1], con la Ginica restriceidn de que r; = ;5.

En caso de que exista cierta estructura dinimica en el proceso estocastico esta quedara
reflejada en los valores estimados en la facs v la facp, que seran significativamente distintos
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de cero- A efectos practicos, los intervalos de significacién se pueden establecer por las

bandas de +2//T -. 86lo en ¢l caso en <l que el proceso estocastico esté incorrelacionado en’
el tiempo, es decir, que los valores que va tomando la seric temporal no guarda ninguna
relacién dinamica de retroalimentacién, los coeficientes estimados resultaran no-
significativos. ’

De esta forma es posible utilizar el correlograma de la seric temporal para detectar una
posible estructura dinimica en el proceso gencrador de la serie temporal, y si tenemos en
cuenta que las series cadticas proceden de sistemas dindmicos deterministas, serd necesario
observar un corrleograma con coeficientes significativamente distintos de cero. En caso
contrario, es decir, cuando el correlograma es plano, cabria esperar que el proceso generador
¢s puramente estocastico y totalmente incorrelacionado. La existencia de estructura dinamica
en ¢l proceso generador de la serie, no revela sin embargo la naturaleza lineal, o no lineal del
sistermna dinfdmico subyacente, y por tanio st éste es cadtice o no.

Por otra parte, la presencia de un correlograma plano tampoco resulta suficiente para
asegurar que el proceso generador es uno puramente aleatorio e incorrelacionado. La
explicacién a este hecho se encuentra en que el correlograma sélo es capaz de recoger las
autocorrelaciones de cardctericter lineal presentes en la serie, y los modelos cadticos
presentan una estructura dindmica no-lineal, y por tanto puede que no quede reflejada en el
correlograma. Es por ¢llo, que con el propdsito de recoger la posible dependencia no lineal
presente en una seric, s¢ haya propuesto en la literatura empirica analizar adicionalmente <l
corrclograma del cuadrado de la serie temporal, ya que si no existe ningim tipo de
autocorrelacién en la serie original, tampoco la habra en su cuadrado, mientras que esta
transformacién puede revelar la posible correlacién no lineal presente en el proceso generador
de la serie va sea cadtico determinista o puramente aleatorio pero no lincal (Bollerslev, 1988).
Otra alternativa para afrontar este problema es usar otro tipo de herramientas estadisticas que
posibiliten captar la posible estructura dindmica lineal o no lineal.

Andalisis R’S y Exponente de Hurst

Tanto el correlograma come el periodograma constituyen las herramientas basicas del
analisis estadistico de las series temporales bajo la hipétesis de linealidad. Es por ello que, en
algunas series cadticas estos test no sean capaces de recoger la verdadera estructura dinamica
no-lineal subyacente. Asi, deberd compltarse el analisis del corrclograma con otras
herramientas para la deteccién de comportamientos aperiédicos y dependencia dinimica no-
lineal. Una de esas herramientas es la estimacién del exponente de Hurst a partir del analisis
R/S.

El exponente de Hurst es una medida de la predicibilidad o memoria presente en una
seric temporal que permite discriminar entre procesos generadores puramente estocasticos del
tipo ruido blance, frente a ofres procesos, deterministas o estocasticos, que generan ruidos
coloreados distintos al blanco -ruido negro y rosa-.

H.E. Hurst fue un hidrélogo inglés que dedicé gran parte de su vida a estudiar ¢l rio

Nilo. Entre otras cuestiones, traté de determinar cuil deberia ser la capacidad de depésito o
de almacenamiento de agua apropiada para enfrentarse a las subidas y bajadas en el caudal del

-6-



rio. Su preocupacién maxima era la de construir una presa que permitiese ¢l abastecimiento
de agua en todo momento, es decir, no sélo ante el caso de que sobreviniera un afio seco sino
también ante la posibilidad de que se sucedieran toda una serie de afios secos seguidos. Es
por ello que estaba interesado en saber si los inerementos del caudal de un afio para otro eran
independientes -mas concretamente un ruide blanco-, o si por el contrario existia cierta
persistencia o memoria temporal en las variaciones del caudal. En este Gltimo caso, para
asegurarse el abastecimiento de agua, la capacidad de la presa deberia ser mayor que si las
variaciones de un afio a otro fuesen independientes.

Asi, Hurst (1951, 1953) estudio las subidas y bajadas del Nilo con un método de
analisis de su propia invencién para tratar de estimar la posible recurrencia en las variaciones
de su caudal, que en palabras de Mandelbrot (1997, pp. 554) , podria haberse calificado de
estrecho de miras v ad-hoc, pero que en realidad ha resultado eminentemente intrinseco, ya
que estarelacionado con las propiedades escalantes de los movimientos Brownianos

La estimacién del exponente de Hurst se deriva del analisis R/S que pasamos a
comentar a continuacidn. Antes de cllo, queremos volver a sefialar la importancia de la
estimacidén del exponente para la deteccion de comportamientos cadticos a partir de una serie
temporal, ya que este analisis supone una alternativa a la estimacién de la funcién de
correlacién lincal para medir la dependencia o memoria temporal existente en un ruide. De
igual modo, mediante el analisis R/S v la posterior estimacién del exponente de Hurst se
puede contrastar si una serie se comporta efectivamente como un ruido blanco o si por €l
contrario &ste se encuentra correlacionado, lo que permite la posibilidad de que dicho ruide
coloreado haya sido generado por un sistema cadtico determinista -ruide cadtico- de baja
dimensién. Asi, en general, podemos encontrarnos ante tres tipos de ruidos generadores de
movimientos brownianos segin sea el Exponente de Hurst (H):

. RUIDO BLANCO: H=0.5 (Ruido sin correlacién temporal o ruidos independientes
' en ¢l tiempo)

.. RUIDO NEGRO:  0.5<H<J (Ruido con correlacién temporal positiva o ruido con
persistencia temporal)

* RUIDO ROSA - 0<H<0.5 (Ruido con correlacién temporal negativa o ruido con
antipersistencia temporal).

La existencia de ruidos distintos al blanco implica que los cambios o desplazamientos
de un proceso estoedstico xfi) que sigue un movimiento browniano fraccionario pueden
presentar cierta mem oric respecto al pasado. Los valores del factor de escala F, muestran voal
es ¢l cardcter de dicha memoria o tendencia respecto al pasado:

. 0<H<0.5 Comportamiento dindmico antipersistente o ergédico -ruido rosa-, en el
cual s¢ espera que la direceién de cambio corriente o actual no siga en
el futuro (implica una mayor volatilidad que un paseo aleatorio). En el
limite, si =0, la serie temporal debe cambiar su dircecién en cada
iteracidn.



« H=0.5 Movimiento incorrelacionado en ¢l tiempo -ruide blanco-.

L 0.5<H<1 Comportamiento persistente o reforzador de tendencia -ruido negro-,
en el cual se puede esperar, con certidumbre creciente a medida que el
valor se aproxima a 1, que sea cual sea la direccién del cambio en la
variable (tendencia puntual), ésta continuara en el future (implica
menor volatilidad que un paseo aleatorio). Por ejemplo, una linea recta
tendra un exponente H= /.

El analisis R/S trata de estimar cual es el rango estandarizado de variacién para
distintos intervalos de tiempo de una serie temporal, y como deciamos anteriormente, permite
estimar el exponente de Hurst asociado a la serie temporal considerando que esta es el ruido
asociado a un movimiento browniano fraccional. Este anilisis se compone de las siguientes
¢tapas:

{1} Dada una serie temporal {x;} estacionria en media de tamafio &, dividimos el periodo
temporal ¥, en A subperiodos contiguos de tamafio p de forma que:

ﬂ'p =N

identificando a cada submuestra de tamafio p, como [, con ¢=/..4 y a sus clementos
comoNga € L, cona=1.A,k=1_.p.

{71} Cal culamos ¢l valor medio para cada bloque I

{1ii)  Construimos una nueva serie temporal a partir de la distancia acumulada a 1a media
para cada bloque I, | es decir :

k
Xeo=2 (N-e) sk=1..p

EA
i

(1w} Se define el Rango como la diferencia entre el valor maximo v el minimo de la serie
X para cada bloque I;:

R;, =max [ Fi ;-min (e )o 42k =p

fv) Se reescala (estandariza) el rango por la desviacién tipica muestral, caleulada para
cada bloque 7, :

% 2
E Nia - €a :'27

=1 J
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fvi)  De esta forma obtenemos A rangos normalizados (#/5), cuyo valor medio para un
tamafio p sera:

(RIS ) =
’p

Como apuntamos anteriormente, a partir de este rango estandarizado puede estimarse
el exponente de Hurst asociado a la serie temporal. Para ello se hace uso de la relacién entre
el R/S v el exponente de Hurst que vendra dada por la siguiente ley de potencia o de escala
(Mandelbrot 1997, pp. 355):

(RIS ), p"

Con ¢l propésito de obtener una estimacién robusta del exponente de Hurst se repiten
las etapas i) a vi) para distintos valores del entero p (por conveniencia 10<p <I/2). De esta
forma se tendra un (R/S), para cada p, y la estimacién del exponente de Hurst puede obtenerse

a partir de la regresién logaritmica por minimos cuadrados ordinarios de la ley de la anterior
escala:

log{R/5) =log( ¢, ) + H log(p) + 14
donde ¢, ¢s una constante a estimar y u; es el término de error de la regresién.

La estimacién del exponente de Hurst asociado a la serie temporal, nos indicara si ésta
se comporta como un ruido blanco, rosa o negro segin los valores que tome, es decir, nos
indicara la existencia o no de cierta memoria o correlacién en la serie. Cabe, sin embargo,
cuestionarse la significatividad de los valores estimados del exponente de Hurst a partir del
analisis R/S. En particular, cabria preguntarse si la serie original x; es efectivamente un ruido
blanco (& =0.5), cuestién ésta que resultara especialmente relevante para el anilisis de
comportamientos cadticos en la dinamica subyacente ala senie temporal.

En definifiva, estamos interesados en realizar el siguiente contraste de hipétesis a
partir del analisis R/S efectuado sobre una serie temporal:

Hy:  El proceso es aleatorio e independiente JID Normal{(0, G“) (Ruido Blanco Gausiano)
H;: El proceso no esta incorrelacionado (Ruido Gausiano persistente o antipersistente}

Para realizar este contraste se construye la serie de valores R/S esperados bajo la
hipétesis nula de ruido blanco gausiano (Anis y Lloyd, 1976 )

r..,| [

P-' s

L]
)

P‘_
I

EfR/ §,)=

Ps

— l

,_;\ F f

= T
3
H
;. "

O]
.

Con esta nueva serie, siguiendo los pasos (7} a (vi} y para los mismos valores del
entero p que fueron utilizados con la seric temporal original, se estimard ¥/ H [-valor

esperado para el exponente de Hurst bajo la hipétesis nula de ruido blanco gausiano-, cuya
varianza vendra dada por:
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Var( E{ H)J= I/N
Asi, podemos utilizar estos dos momentos estimados para el exponente de Hurst, para
contrastar la hipétesis nula de ruido blanco gausiano utilizando el siguiente estadistico para el
contraste de significacién:

2-2Y o)
i R N T

El andlisis RISy el ciclo medio del nudo.

Hasta ahora hemos visto como ¢l andlisis R/S puede ser utilizado para estimar la
memoria o correlacién presente ¢n una serie temporal. Este método permite también estimar
cudl es el ciclo medio dela serie v cual es su duracién media, definida ésta como ¢l periodo a
partir del cual la seric pierde la memoria, aunque permanezea ¢l impacto o dependencia de la
serie respecto a todo el pasado. El razonamiento en que se sustenta la determinacién del ciclo
a partir del analisis R/S es que cuando la serie haya cubierto un ciclo entero su rango debe
dejar de crecer, ya que entonces este rango ha debido alcanzar su maxima amplitud -rango
méaximo- y por eso a partir del tamafio medio del ciclo la magnitud log(R/S), debe perder toda
memoria respecto al pasado y crecer a una tasa =0.5 (R.B.). Es decir, debe observarse una
ruptura en su representacién grafica en aquel p para el cual se alcanza el periodo medio del
ciclo.

Esta determinacién del ciclo medio a partir del analisis R/S es consistente incluso
cuando la serie presentan ciclos inmersos en otros ciclos de periodo mayor. En este caso la
grafica log (R/8), presentard una ruptura en cada periodo del ciclo para seguir ereciendo hasta
que alcance el periodo del ciclo de periodo mayor.

Para contrastar la existencia de ciclos en una serie temporal y para estimar su periodo
medio puede ayudar la construceién del denominado estadistico-V:

{ J{S J
P

‘/" =il o

R

Ny p

Los valores que tome este estadistico a medida que aumenta p, estaran vinculados, de
nuevo, al valor estimade del exponente de Hurst, ya que:

s S1 H=0.5, (R/5), aumentard con. j p . ¥ entonees [, permaneccerda mas ¢ menos
constante.

s S1 H>0.5, (R/S), crecers a una tasa mayor que ,\E v, por tanto, ¥, aumentara con p.

N 51 H=0.3, {R/5), crecerd a una tasa menor que ﬂ\f;? por lo que ¥} sera decreciente.
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I andlisis RIS como test de No-linealidad

[,

El analisis R/S vy el exponente de Hurst pueden utilizarse como un instrumento
complementario al correlograma y el periodograma para captar cualquier tipo de dependencia
lineal o no lineal asi como la existencia de comportamientos ciclicos medios ~-memoria- enla
dindmica subyacente a una seric temporal. En relacién con este andlisis R/S se ha introducido
va el test de Anis-Lloyd (1976) para contrastar la hipétesis de que el procese sigue una
distribucién del tipo camino aleatorio gausiano, es decir, que constituye una sucesién de
variables idéntica e independientemente distribuidas N(0, o). Como ya comentamos, el
analisis R/S y ¢l test Anis-Lloyd puede ayudar en la deteccién del caos determinista en la
medida de que permiten confirmar la presencia de ruidos distintos al blanco -ruido rosa
persistente o ruido negro antipersistente—, y con ello la posibilidad de que 1a serie temporal
haya sido gencrada por procesos cadticos donde la persistencia o antipersistencia de la sene
vendra dada por la dinAmica determinista subyacente. Recordemos, sin embargo, que los
sisternas en régimen cadtico no son los {inicos capaces de generar ruides coloreados. Los
procesos puramente estocasticos -lineales y no lineales- también pueden generan ruidos
distintos al blanco cuando éstos estan correlacionados en el tiempo. Es por ello que el analisis
R/S y la estimacién del exponente de Hurst no constituye en si un test directo para contrastar
la existencia de comportamiento caético, aunque si permite rechazar la hipétesis de
comportamiento aleatorio del tipo ruido blance.

El analisis R/S v el test de Anis-Lloyd pueden considerarse, por tanto, como un test
para contrastar la existencia de IID en el mismo sentido que el test BDS -con la diferencia de
que aqui se impone adicionalmente la hipétesis de Normalidad-. Para ello, deberan utilizarse
filtros lineales generales del tipo ARMA con los que intentar pre-blanguear la sene.
Posteriormente, la aplicacién del test de Anis-Lloyd sobre los residuos de dichos filtros
lineales se utilizara, de manera aniloga al test BDS, para tratar de contrastar si con este tipo
de filtros s¢ estd recogiendo toda la estructura o dependencia temporal presente en la serie, o
si por ¢l contrario queda parte de dicha estructura temporal sin explicar, en cuyo caso debera
ser de caracter no-lineal. En conclusién, si mediante la aplicacién de un filtro ARMA las
series no presentan comportamientos significativamente distintos al ruido blanco deberemos
rechazar la hipétesis de comportamiento cadtico en la serie original, esto es, deberemos
aceptar que la persistencia o antipersistencia de la serie viene explicada por un proceso lineal
y por tanto no caétice.
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